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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВОЗДЕЙСТВИЯ ВЫСОКОЧАСТОТНОЙ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ НА ФУЛЛЕРЕН
Разработана интегро-дифференциальная математическая модель фуллерена C60, состоящая из 60 атомов углеро-
да, расположенных на поверхности сферы S радиуса R. Смещения 6 электронов углерода двух сортов (l = 1, 2) при 
воздействии электрического поля E

 описаны с помощью осцилляторной дифференциальной модели
 
( )
2
2 exp , 1, 2,
l l
e l l l
d r dr
m k r eE i t l
dtdt
+ η + = - w =
 


где ,em e  – масса и заряд электрона, lη  – коэффициент трения, lk  – коэффициент упругости, lr

 – смещение элек-
трона сорта l под действием поля.
Дискретно-структурная наночастица (фуллерен) представлена в виде сплошной сферы S с поверхностной плот-
ностью электрических диполей с электрическим моментом
) )0 0 0 0 0( ( cos , ( sin , ( )),p f f g= θ φ θ φ θ
  0 0,θ φ  – сферические координаты на поверхности S.
Получена система интегральных уравнений для вычисления электрического момента фуллерена:
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )11 0 0 12 0 0 0 0
0
, , cos ,f K f K g d t
π
θ + θ θ θ + θ θ θ θ = l θ∫
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )21 0 0 22 0 0 0 0 0 0
0
, , sin .g K f K g d t c t E
π
θ + θ θ θ + θ θ θ θ = l θ -∫
Дифференциальные и интегральные уравнения решены аналитически. Вычислен электрический момент фулле-
рена при воздействии высокочастотной электромагнитной волны. Получена формула эффективной диэлектрической 
проницаемости низкоразмерного композита из фуллеренов.
Ключевые слова: наночастица, фуллерен, электромагнитное поле, интегро-дифференциальная модель, композит.
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SIMULATION OF THE EFFECT OF HIGH FREQUENCY ELECTROMAGNETIC WAVE ON FULLERENE
An integral-differential mathematical model of the fullerene C60, consisted of 60 carbon atoms located on the surface of 
а sphere S of radius R, is developed. Shifts of 6 carbon electrons of two grades (l = 1, 2) when exposed to an electric field E

 
are described with the help of the oscillatory differential model
 
( )
2
2 exp , 1, 2,
l l
e l l l
d r dr
m k r eE i t l
dtdt
+ η + = - w =
 


where are ,em e  – mass and charge of the electron, lη  – friction coefficient, lk  – elasticity coefficient, lr
  – shift of the 
electron of grade l when exposed to an electric field.
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The lattice-discrete nanoparticle (fullerene) is represented as a continuous sphere S with the surface density of the 
electrical dipoles with the electric moment
) )0 0 0 0 0( ( cos , ( sin , ( )),p f f g= θ φ θ φ θ
  0 0,θ φ  – spherical coordinates on the surface S.
A system of integral equations for calculating the electric moment of the fullerene is obtained:
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )11 0 0 12 0 0 0 0
0
, , cos ,f K f K g d t
π
θ + θ θ θ + θ θ θ θ = l θ∫
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )21 0 0 22 0 0 0 0 0 0
0
, , sin .g K f K g d t c t E
π
θ + θ θ θ + θ θ θ θ = l θ -∫
The differential and integral equations are solved analytically. The electric moment of the fullerene under the action of 
high-frequency electromagnetic wave is calculated. A formula of the effective permittivity of the low-dimensional composite 
from fullerene is obtained.
Keywords: nanoparticle, fullerene, electromagnetic fields, integral-differential model, composite.
Введение. В последние десятилетия увеличилось число научных исследований и разработок 
природных и искусственных нанообъектов и материалов из них [1–6]. К нанообъектам относятся 
пространственные объекты, которые характеризуются наноразмерами хотя бы в одном из трех 
измерений, то есть являются низкоразмерными системами [5]. Актуальным является исследова-
ние композитных материалов, формируемых из нанообъектов различных типов. Особенность 
нанокомпозитов заключается в том, что в них проявляются уникальные свойства, основанные на 
квантовых эффектах. Устойчивость нанообъектов базируется на электрических и магнитных си-
лах, поэтому большое значение приобретают исследования электродинамики взаимодействия 
электромагнитных полей с наноматериалами и электродинамических свойств материалов. В [4] 
приводится значительный перечень литературных источников, отражающих основные направ-
ления исследований наноструктур. Уникальные свойства наноструктур и материалов из них 
определяют их практическое использование для создания устройств обработки информации 
в электронике, экранирующих пленочных структур, высокочувствительных  сенсорных элемен-
тов, излучателей средств связи и другое [2, 7].
В настоящей статье разработана электродинамическая дипольная модель наночастицы (фул-
лерена) при воздействии высокочастотного электромагнитного поля. Математическая модель 
наночастицы составлена из обыкновенных дифференциальных уравнений и системы интеграль-
ных уравнений второго рода, аналитическое решение которых позволяет определить электриче-
ский момент частицы. Проведен анализ композита из случайно распределенных в пространстве 
фуллеренов, определена его диэлектрическая  проницаемость.
Дипольная модель фуллерена. В пространстве R3 рассмотрим наночастицу, представляю-
щую собой большое число атомов углерода, расположенных на поверхности сферы радиуса R 
(рис. 1). Атомы углерода, состоящие из положительных и отрицательных электрических заря-
дов, при воздействии внешнего электромагнитного поля 0 0,E H
 
 будем моделировать электриче-
скими диполями с заданными электрическими моментами. Для перехода от дискретной струк-
туры фуллерена к идеальной модели моменты диполей распределим равномерно по поверхности 
сферы с некоторой поверхностной плотностью. Таким образом, в результате моделирования 
фуллерен заменяется непрерывно распределенными по поверхности 
сферы электрическими диполями. Электро магнитное поле диполей 
определяет поле фуллерена. Для математической реализации модели 
в пространстве R3 с электрической и магнитной постоянными 0 0,ε µ  
на сфере S радиуса R распределим электрические диполи с поверх-
ностным электрическим моментом ( ), ,x y zp p p p=  (рис. 2). Сфера S 
делит пространство R3 на две области: ( ) ( )1 20 , .D r R D r R< < >  
Зафиксируем декартову систему координат Oxyz, где O – центр сферы. 
Рассмотрим случай, когда диполи распределены с осевой симметри-
ей вокруг оси Oz. Момент ( )1 1, ,p O O S∈  ориентирован в азимуталь-
ном направлении точки O1. Пусть O1x1y1z1 – система координат, парал-
лельно сдвинутая относительно Oxyz. С декартовыми координатами 
Рис. 1. Структура  
фуллерена C60
Fig. 1. Structure  
of fullerene C60
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свяжем соответствующие сферические координаты. Orθφ , 
1 1 1 1O r θ φ , 0 0,θ φ  – сферические координаты точки 1O  в систе-
ме Orθφ ; ( )0 0cos ,xp f= θ φ  ( )0 0sin ,yp f= θ φ  ( )0 .zp g= θ
Представим электромагнитное поле диполей, располо-
женных в окрестности dS точки O1, dS S∈ , через сфериче-
ские базисные электромагнитные поля [8, c. 174]:
1 0 0 0 01 1 0 1 11 1 0
1 11 1 0
( , ) ( ( , ) ( , )
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dE r k e a n r k a n r k
a n r k dS
+
- -
= + +

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 

            (1)
1 0 0 0 0 01 1 0 1 11 1 0
1 11 1 0
( , ) ( ( , ) ( , )
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dH r k h e a m r k a m r k
a m r k dS
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- -
= + +

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 
 

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0
0
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i iZ
= =
wµ
 00
0
,Z µ=
ε
 0 ,k c
w
=  
3
0
0
0
;
4
ik
e =
πε
 ( )0 0 ,za p g= = θ   ( ) ( ) 01 0
1 1
,
2 2
i
x ya p ip f e
- φ
+ = - - = - θ
 ( )
0
1 0 ,
i
x ya p ip f e
φ
- = + = θ  0 , 0, 1,
im
m ma a e m
- φ= = ±
 
( )1 0
1
,
2
a f+ = - θ  ( )1 0 ,a f- = θ  ( )0 0 ,a g= θ  2 20 0 0 0sin ,dS R d d R dS= θ θ φ =
00 ,≤ θ ≤ π  00 2 ;≤ φ ≤ π  2 fw = π  – круговая частота колебаний диполя; координатные функции 
( ) ( )0 0,f gθ θ  задают распределение момента p

 диполей на поверхности сферы.
На сферическую структуру воздействует электромагнитное поле 0 0,E H
 
, которое колеблет-
ся с частотой ω. В центре сферы поля принимают значения 
 ( ) ( )0 00 0,0, ,E E=

 ( ) ( )0 0 00 , ,0 .x yH H H=

 (2)
Поле 0 0,E H
 
 слабо изменяется в окрестности сферы, так как предполагается, что длина вол-
ны значительно больше диаметра сферы S. В связи с этим будем считать, что поле имеет значе-
ние (2) во всех точках сферы и воздействует на диполи.
В дальнейшем поле (1) выразим через регулярные сферические функции в сферической си-
стеме координат Orθφ  в области D1, используя соответствующие теоремы сложения [8, с. 150]. 
Выберем разложение поля в форме, разработанной в [9]:
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Рис. 2. Дипольная модель фуллерена в виде 
сплошной сферы
Fig. 2. Dipole model of fullerene in form of 
continuous sphere
+
+
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( )( )
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0
2 1 !
1 cos ,
!
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nmsp m pmn s n
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s n
s s p
C i b h k R P
s p
+
δ -δ+ -
δ δ δ
δ= -
+ -
= - θ
+
∑  (5)
( ) ( ) ( )0 0, cosp p ips s sU r k j k r P e φ= θ

,
( )sj x , ( ) ( )1sh x  – сферические функции Бесселя, ( )psP x  – присоединенная функция Лежандра 
[10], ( )nmspbδ  определены в [11, с. 232].
Электромагнитное поле внутри сферической наночастицы. Совокупность электрических 
диполей на поверхности сферы малых размеров будем рассматривать как наночастицу, модели-
рующую фуллерен. Для вычисления электромагнитного поля частицы просуммируем поля всех 
диполей на сфере. Для определения поля внутри частицы достаточно вычислить интеграл поля 
(3) по сфере S:
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2 3
0
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iR k
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ε
 0 0 0 0sin .dS d d= θ θ φ
Учитывая структуру коэффициентов (4), рассчитаем интегралы по переменной 0 ,φ  тогда для 
электрического поля RE

 получим представление внутри сферы S в области D1:
 
( ) ( )( ) ( )01 1 0
1 0
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∞ ∞+ --
+ -
= =
 
= a + + ≤ < 
 
∑ ∑
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где  
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∫
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Упростим модель, используя малость размеров частицы по отношению к длине волны. Имеем 
асимптотическую формулу ( ) ( ) ( )00 00
2 !
2 1 !
n
n
n
k R
n
j k R k R
n→
≈
+
 [10]. В дальнейшем в представлении 
(6) будем пренебрегать величинами второго порядка малости ( ) ( )( )20 00 0, 2 .nk R j k R n≈ ≈ ≥  
Тогда получим асимптотическую формулу поля внутри частицы:
 
( ) ( ) ( ) ( )( )( )0 01 1 0 01 1 0 11 1 0 1R zE A U e A U e A U A U e+ -- + -= a + + +     в  D1, (7)
где
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1
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6
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Правые части равенств (8) вычисляются с помощью формулы (5) и формул, приведенных 
в [11, c. 232]:
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11,2 0 1 0 0 3 011 1 33 cos cos ,5C h k R P h k R P-- = - θ + θ
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 12,2 1 10 1 0 0 3 011 1 33 cos cos ,5C h k R P h k R P- - -- = - θ + θ
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 10,2 1 10 1 0 0 3 011 1 33 cos cos ,5C h k R P h k R P- = - θ + θ
 
( ) ( ) ( )10,0 10 1 011 13 cosC h k R P- = - θ ,
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11,2 0 1 0 0 3 011 1 39 cos cos ,5C h k R P h k R P= - θ + θ
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 10,2 1 10 1 0 0 3 011 1 33 cos 6 cos ,5C h k R P h k R P- -= - θ + θ
 
( ) ( ) ( )10,0 10 1 011 13 cos ,C h k R P -= - θ
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 12,2 1 10 1 0 0 3 011 1 33 6 cos cos ,5C h k R P h k R P= - θ + θ
 
( ) ( ) ( )10,2 0 2 000 2 cos ,C h k R P= θ  ( ) ( )
10,0
000 0 ,C h k R=  
108 Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-тэхнічных навук. 2017. № 1. С. 103–114  
 
( ) ( ) ( )11,2 10 2 000 2 cos ,C h k R P- -= θ  ( ) ( ) ( )
11,2 1
0 2 000 2 cos ,C h k R P= θ
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 10,2 0 1 0 0 3 001 1 33 2 cos 3 cos ,5C h k R P h k R P= - θ - θ
 
( ) ( ) ( )10,0 0 1 001 13 cos ,C h k R P= θ
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11,2 1 10 1 0 0 3 001 1 33 cos 4 cos ,5C h k R P h k R P- - -= - θ - θ
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11,2 1 10 1 0 0 3 001 1 33 3 cos 2 cos .5C h k R P h k R P= - θ - θ
Определим поле (7) на меридиане сферы S в точке ( )0 , , 0 :M r R= θ φ =
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
1 01 1 1 1
0
00
0 0 0 1 01
1 1 sin
2 2
cos .
R x yr R
z
E A A e i A A e j k R
A j k R A j k R e
+ - + -
=
φ=
    = a + + - θ +    
    
+ + θ 

 

Учитывая (8), получим формулы:
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 20 0 0 02 3
0
3 2
sin cos ,
2
L h k R h k R
k R
+  = - - θ θ 
 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 20 0 0 02 3
0
3 1
cos sin ,
2
K h k R h k R
k R
+  = - θ θ 
 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 20 0 0 02 3
0
3 2
sin cos ,
4
L h k R h k R
k R
-  = - - θ θ 
 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 20 0 0 02 3
0
3 1
cos sin ,
4
K h k R h k R
k R
-  = - θ θ 
 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 20 0 00 1 2
0
2
sin ,L h k R h k R
k R
= - θ
 
( ) ( ) ( )0 1 0 0 00 2 sin cos ,K h k R= θ θ
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 20 0 0 01 2 3
0
2
3 sin cos ,L h k R h k R
k R
 
= - θ θ 
 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 20 0 0 01 2 3
0
1
3 cos sin .K h k R h k R
k R
 
= - - θ θ 
 
Легко показать, что ( ) ( )1 1
1
0,
2
A A+ -- =  так как ( ) ( )1 ,
2
L L- +=  ( ) ( )1 .
2
K K- +=  В результате опре-
делим значение электрического поля (7), созданного всеми диполями частицы, на поверхности 
частиц S в точке ( )0 , , 0 :M r R= θ φ =
 
( ) ( )
0
, 0 ,R x zr RE F e G e=
φ=
= θ + θ ≤ θ ≤ π

   (9)
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где 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 1 0 0 0 0 0 0 01
0
sin sin sin ,F A j j g L f K d
π
+ + +θ = a ξ θ = a ξ θ θ θ + θ θ θ θ∫
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0 0
0 0 1 00 1
0 0
0 0 0 0 1 0 00 1
0
0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 00 1
cos
cos
cos sin .
G A j A j
g j L j L
f j K j K d
π
θ = a ξ + ξ θ =
= a θ ξ θ + ξ θ θ +
+ θ ξ θ + ξ θ θ θ θ
∫  (10)
Дифференциальная модель диполя при воздействии электромагнитного поля. Диполь, 
расположенный в точке ( )0 , , 0M r R= θ φ =  на поверхности сферы S, подвергается воздействию 
электрического поля 0 RE E E= +
  
, которое состоит из первичного поля (2) и поля, создаваемого 
другими диполями фуллерена. Фуллерен С60 состоит из 60 атомов углерода, расположенных на 
поверхности S радиуса R = 0,3512 нм [3, с. 145]. Положительно заряженное ядро углерода имеет 
большую массу, поэтому при воздействии электромагнитного поля совершает незначительные 
перемещения, которыми будем пренебрегать. Смещения 6 электронов двух сортов в углероде 
при воздействии электрического поля будем учитывать. Обозначим: 2l lN Rν = π  – поверхност-
ная концентрация электронов сорта ( )1, 2l l =  на поверхности S, где Nl – число электронов сорта 
l на поверхности фуллерена ( )60 1 2120, 240 .C N N= =  Смещения электронов под действием поля 
опишем с помощью осцилляторной модели [12, с. 128], представляющей собой дифференциаль-
ные уравнения:
 
( )
2
2 exp , 1, 2
l l
e l l l
d r dr
m k r eE i t l
dtdt
+ η + = - w =
 


, (11)
где ,em e  – масса и заряд электрона, lη  – коэффициент трения, lk  – коэффициент упругости, lr
  – 
смещение электрона сорта l под действием поля.
Разрешая уравнения (11), получим решение
 ( )
0 exp , 1, 2,l llr r c E i t l= - - w =

   (12)
где 
( ) ( )1 2
0 l lt t
l llr e e
l l= a + β


 – общее решение однородного уравнения (11); ,l la β


 – произвольные 
векторы,
 
( ) ( )
2
1 , 2 ,
2 4
l l
ll
g g
l = - ± - w  
( )2 2
,l
e l l
e
c
m i
=
w - w + wg
l
l
e
k
m
w =  – частота собственных колебаний, ll
em
η
g =  – декремент затухания. Векторы ,l la β

  
определим из начальных условий:
 
0
0
,ll t
r R
=
=


 
 
0
0
0,l
t
dr
dt
=
=

 (13)
где 0l lR R r=


 – начальное отклонение электрона l-го типа, 0 cos sin .x zr e e= θ + θ
  
Из условий (13) следует, что
 0 ,l l ra = a
    0 ,l l rβ = β


 (14)
 
( )
( ) ( )
2
2 1
,lll
l l
Rl
a =
l - l
 
( )
( ) ( )
1
2 1
.lll
l l
Rl
β = -
l - l
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Система интегральных уравнений. Для вычисления электрического момента фуллерена 
построим интегральные уравнения. Учитывая (12), определим поверхностный электрический 
момент диполей сорта l на поверхности S в точке M0 на основании формулы .l l lp e r= ν
 
 С учетом 
(2), (9), (14) определим суммарный электрический поверхностный момент в точке M0:
 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( )
1 2
2 2
0
01 1
2
0
01
0 0 0 0 0
0
0 0
cos sin
,
l l
i t
x z l l l r Rl
l l
t t i t
l l l l r R
l
R x zr R
x z
p f e g e p e r c e E
e e e r c e E
t r c t e e
c t F e G E e
- w
=
φ== =
l l - w
=
φ==
=
φ=
 
θ = θ + θ = = ν - =  
 
  
= ν a + β + =  
   
 
= l - + = l θ + θ -  
 
- θ + θ +
∑ ∑
∑
E E

    


 
  
 
 (15)
где 
 
( )
( ) ( )1 22
0
1
,l l
t t
l l l
l
t e e e
l l
=
 
l = ν a + β 
 
∑  ( )0 1 1 2 2 ,c e c c= ν + ν
 ( ) ( )0 0 0 0, , , , , , , , .
i t
R Rc f g E E c f g e
- w=E E
   
 (16)
Сравнение правой и левой частей равенства (15) приводит к соотношениям
 ( ) ( ) ( ) ( )0 0cos ,f t c t Fθ = l θ - θ  ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0sin .g t c t G Eθ = l θ - θ +
Подставляя сюда интегралы (10), получим систему интегральных уравнений
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )11 0 0 12 0 0 0 0
0
, , cos ,f K f K g d t
π
θ + θ θ θ + θ θ θ θ = l θ∫  
(17)
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )21 0 0 22 0 0 0 0 0 0
0
, , sin ,g K f K g d t c t E
π
θ + θ θ θ + θ θ θ θ = l θ -∫
где
 ( ) ( )
( ) ( )11 0 1 0 0 0, sin sin ,K j K +θ θ = ξ θ θ θ  ( ) ( ) ( ) ( )12 0 1 0 0 0, sin sin ,K j L +θ θ = ξ θ θ θ
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 021 0 1 0 0 1 0 0 00 1, cos sin ,K j K j Kθ θ = ξ θ + ξ θ θ θ  
(18)
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 022 0 0 0 0 1 0 0 00 1, cos sin ,K j L j Lθ θ = ξ θ + ξ θ θ θ
 ( ) ( )0 0 0 0 0 ,j c jξ = a ξ

 ( ) ( )1 0 0 1 0 .j c jξ = a ξ

Структура подынтегральных функций (18) показывает, что решение уравнений (17) имеет вид
 ( ) 1 2cos sin ,f b bθ = θ + θ  ( ) 3 4 5cos sin .g b b bθ = + θ + θ  (19)
Подставляя (19) в (17) и приравнивая коэффициенты при функциях cos , sinθ θ , получим си-
стему  алгебраических уравнений для определения коэффициентов mb :
 
5
1
, 1, 2, 3, 4, 5,m mn n m
n
b c b F m
=
+ = =∑  (20)
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где
 1 0 ,F = l  2 0,F =  3 0 0 ,F c E= -  4 0,F =  5 0.F = l
Диэлектрическая проницаемость композита из фуллеренов. Вычислим матричные 
коэффициенты mnc  системы (20). Из структуры уравнений (17) и функций (18) следует ____
1 50, 0, 1, 5 ,n nc c n= = =  тогда, разрешая первое и пятое уравнения (20), получаем 1 5 0.b b= = l  
Для матричных коэффициентов при вычислении интегралов получим формулы:
 
( )
21 1 0 0 0
0
sin cos 0,c j K d
π
+= θ θ θ =∫  ( )23 1 0 0
0
sin 0,c j L d
π
+= θ θ =∫
 
( ) 2
25 1 0 0
0
sin 0,c j L d
π
+= θ θ =∫   24 22c c= - , (21)
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1222 1 0 0 1 0 0 1 02 3 1
00
2 5 2
sin ,
5 5
c j K d j h h j h
π
+  = θ θ = ξ - ξ = ξ ξ 
∫
 
( )0 2
32 0 0 00
0
sin 0,c j K d
π
= θ θ =∫  
( )0
34 0 0 0 00
0
sin cos 0,c j L d
π
= θ θ θ =∫
 
( ) ( ) ( )0 131 0 0 0 0 0 00 2
0
sin cos ,
8
c j K d j h
π π
= θ θ θ = ξ∫
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 133 0 0 0 0 0 0 0 00 1 2 0
00
4 3 4
sin ,
3 3
c j L d j h h j h
π  
= θ θ = ξ - ξ = ξ ξ 
∫
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1235 0 0 0 0 00 1 2
00
1 3
sin ,
8
c j L d h h
π  
= θ θ = π ξ - ξ ξ 
∫  
 ( )041 1 0 0 01
0
sin cos 0,c j K d
π
= θ θ θ =∫   
( )0
43 1 0 01
0
sin 0,c j L d
π
= θ θ =∫
 
( )0 2
45 1 0 01
0
sin 0,c j L d
π
= θ θ =∫
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1244 1 0 0 0 1 0 0 1 01 2 3 1
00
4 5 4
sin cos ,
5 5
c j L d j h h j h
π  
= θ θ θ = ξ - ξ = ξ ξ 
∫
 42 44 222c c c= - = - .
Формулы (21) значительно упрощают систему уравнений (20). Из третьего уравнения (20) 
при m = 3 следует
 
( )0 0 31 35 0
3
33
.
1
c E c c
b
c
+ + l
= -
+
 (22)
Второе и четвертое уравнения (20) с номерами m = 2 и m = 4 образуют систему для определе-
ния величин 2 4,b b :
 ( )22 2 22 41 0,c b c b+ - =  ( )44 2 44 41 0.c b c b- + =
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Следует 2 4 0,b b= =  так как определитель системы уравнений не равен нулю.
Используя решения системы (20), вычислим функции (19) и поверхностный момент:
 ( ) ( ) ( ) ( )0 3 0cos sin .x z x zp f e g e e b eθ = θ + θ = l θ + + l θ
    
Для определения суммарного момента всех диполей, сосредоточенных на поверхности S, вы-
числим интеграл по поверхности S (электрический момент фуллерена):
 
( ) ( )
2
2 2
3 0
0 0
sin 4 .z
S
pdS R p d d R b e
π π
ΦΡ = = θ θ θ φ = π + πl∫ ∫ ∫

  
Заметим, что функция ( )0 tl  (16) экспоненциально затухает при увеличении времени 
( )( 0 0tl →  при ).t → ∞  Поэтому для упрощения модели положим ( )0 0tl ≈ . В результате, учи-
тывая (16), (22), получаем
 
( )2 1 1 2 22
3 0
33
4
4 .
1
i t i t
z z
R e c c
P e R b e E e e
c
- w - w
Φ Φ
π ν + ν
Ρ = = π = -
+

 
Рассмотрим композит, состоящий из случайно размещенных в пространстве одинаковых на-
ночастиц (фуллеренов), которые распределены с концентрацией ν (число частиц в единице объе-
ма). Электрическая поляризация композита определяется соотношением ,P PΦ= ν
 
 а электриче-
ская индукция – формулой 0 0 0 0, .zD E P E E e= ε + =
   

 В развернутом виде получим формулу 
 
( )
( )
1 1 2 22
0 0 0 0
0 33
1 4 .
1r
e c c
D E R E
c
 ν ν + ν
= ε ε = ε - π  ε + 
  
 (23)
Те о р е м а . Относительная диэлектрическая проницаемость композита определяется фор-
мулой
 ( )
22
2 2
1
1 ,p lr
l l l
f
h i=
wτ
ε = -
w w - w + wg
∑  (24)
где
 
( ) ( ) 0
2 0
0 2 2
1
1 sin ,lk R
l l l
h k R e
i=
ww
w = +
w - w + wg
∑  (25)
 
2
0 2
0
2
,
3 e
e N
c m R
w =
π ε
 
0
3
,p
e
e N
R m R
w =
πε
 ,ll
Nf
N
=
 
15 17
1 2 0
1 2
, , 6,62 10 , 1,65 10 ,
3 3 p
f f= = w = ⋅ w = ⋅
34
3
R
π
τ = ν  – объемный коэффициент заполнения пространства сферическими частицами (сум-
марный объем частиц в единице объема пространства, 0 0,5< τ < ).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Преобразуем формулу (23), используя (21):
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 10 2 333 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0
0
4 4 2
1 1 1 1 .
3 3 3
c
h c j h c j h i R k j hw = + = + ξ = + a ε ξ = + ξ ξ
ε
Имеем ( ) ( ) ( ) ( ) 010 0 0 00 2 2
0
sin .ik R
i
j h k R e
k R
ξ ξ = -
Учитывая (16), получим
 
( ) ( ) ( )
0
2 2
0 2 2 210
21 sin
3
lik R
le l l
e N N
h k R e
c m R N i=
w
w = +
π ε w - w + wg
∑ .
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Введем обозначения 
2
0 2
0
2
,
3 e
e N
c m R
w =
π ε
 ,ll
Nf
N
=  получим искомую формулу (25). Далее пре-
образуем выражение из формулы (23): 
22 2 2 2
2
3 3 2 2
0 01 1 1 10 0
3 3 1
4 4 .l l l l l l
l l l le l l
e e eN e N
A R c N c f c
R m R i= = = =
τ τ
= π ν ν = ν = =
ε ε πε πε w - w + wg
∑ ∑ ∑ ∑  Обозначим 
2
2
3
0
3
p
e
e N
m R
w =
πε
, тогда 
22
2 2
1
.p l
l l l
f
A
i=
w
= τ
w - w + wg
∑  Получена требуемая формула (24).
С л е д с т в и е .  Для низких частот ( )1410w <  формула (25) принимает вид 
 
( )
22
2 2
1
1 ,
l l l
h
i=
w
w = + β
w - w + wg
∑
где 30 7,72 10 .
R
c
-β = w = ⋅
Для доказательства в соотношении (25) воспользуемся асимптотическими формулами: 
 
( ) 00 0sin , 1,ik R
R
k R k R e
c
≈ = w ≈  так как 40 1,17 10 .k R
-< ⋅
Заключение. Разработана интегрально-дифференциальная аналитическая модель нанораз-
мерной частицы (фуллерена). В результате дискретно-структурная частица, состоящая из 60 ато-
мов углерода, которые образуют сферическую структуру, заменена на сплошную сферу, на кото-
рой с поверхностной плотностью распределены электрические диполи. При этом атомы угле- 
рода моделируются двумя типами диполей в соответствии с двумя уровнями электронов, распо-
ложенных на орбитах атомов. Колебания электрических моментов диполей при воздействии вы-
сокочастотного электромагнитного поля описаны двумя обыкновенными дифференциальными 
уравнениями второго порядка (осцилляторная модель). Для вычисления поверхностной плотно-
сти электрических моментов на поверхности сферы построена система интегральных уравне-
ний, которая решена аналитически. Аналитическое решение дифференциальных и интеграль-
ных уравнений позволило вычислить электрический момент фуллерена при воздействии элек-
тромагнитного поля заданной частоты, что в свою очередь позволило определить эффективную 
диэлектрическую проницаемость композита из фуллеренов и представить в виде достаточно 
простой формулы.
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